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Resumen

En este trabajo [1] estudiamos la existencia, estabilidad y comportamiento asintótico de la ecuación
no lineal y no homogénea de Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) en presencia de un potencial externo
φ:

∂tf + v · ∇xf −∇xφ · ∇vf = M [f ]− f , (1)

donde M [f ] es la Maxwelliana local

M [f ](t, x, v) =
ρ(t, x)

(2πT (t, x))N/2
exp

(
−|v − u(t, x)|2

2T (t, x)

)
(2)

definida en términos de los momentos en velocidad de f : la densidad espacial ρ, la velocidad media
u y la temperatura T dados por

(
ρ, ρu, ρ|u|2 + ρTN

)
=

∫
RN

(
1, v, |v|2

)
f(t, x, v)dv. El potencial

externo φ = φ(x) satisface las siguientes hipótesis:

φ(x) ≥ 0, φ ∈ C2(RN ), exp(−φ(x)) ∈ L1(RN ), (3)
|x||∇φ(x)| ≤ c1(1 + φ(x)), |∇φ(x)|(1 + |v|σ) ≤ c2(1 + |v|2 + 2φ(x)), (4)

para algún σ ∈ (0, 1] y c1, c2 ∈ (0,+∞). Esta ecuación modela la dinámica cinética de un gas
(ver [2]), la presencia del potencial φ permite confinar las part́ıculas y la existencia de estados de
equilibrio no triviales con masa y enerǵıa finitas.

Para un dato inicial f0 ≥ 0 con masa, entroṕıa y enerǵıa total finitas probamos la existencia
de soluciones integrales (mild) en L1, empleando argumentos de compacidad. Para ello seguimos
la aproximación de Perthame [4], donde la dificultad en nuestro caso radica en el control de los
momentos de orden alto en función de los de orden menor.

Cuando el tiempo tiende a infinito probamos que el sistema se relaja hacia una distribución
Maxwelliana. Este fenómeno era conocido para el caso de dominios acotados (ver [3]).

Aplicando las técnicas de compacidad del resultado de existencia, mostramos que cuando tn →
∞ se tiene convergencia en C([0, τ ];L1(R2N )) de f(t + tn, x, v) hacia un estado Maxwelliano con
la misma masa que el dato inicial y con enerǵıa y entroṕıa acotadas.

Un caso particularmente interesante lo encontramos considerando el potencial armónico, es de-
cir φ(x) = |x|2/2, porque aparece una familia de estados de equilibrio dependientes del tiempo de
forma periódica. Todos los estados de esta familia son estables y su estabilidad puede ser estudiada
considerando como funcional de Lyapunov la entroṕıa relativa: H[f, g] =

∫
f log(f/g) dxdv, que

nos muestra también la estabilidad en términos de la norma L1. Por otro lado, en esta familia de
estados estables hay un único estado estacionario (es decir, independiente del tiempo) para el cual
la entroṕıa es mı́nima. Cabe preguntarse si el sistema se relajará hasta este estado estacionario.
La presencia de los otros estados de equilibrio no nos garantiza la relajación hacia el estado esta-
cionario. En esta dirección, encontramos condiciones necesarias sobre el dato inicial para esperar
convergencia hacia el estado estacionario, en términos de la entroṕıa.
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