Controlabilité exacte d’un fluide visqueux imcompressible
non-homogéne dans un domaine cylindriqueHiber Djahida,

Hiber aek@yahoo.fr
Université des Sciences et Technologie (USTOMB)d’Oran,
Algérie.

1 Introduction
On consideére le cylindre infini

QXR, Q:{(Zb'l,.%g)€R2’$12+£L‘22<R12}.

Le mouvement d’un fluide visqueux incompressible non-homogeéne (en nég-
ligeant la diffusion de la densité (non uniforme) est régi par le systéme
d’équations

a’l}i 5 B 0 -
(1.1) Q( AT + (U~ V)vl) —vAv; = axip’ 1=1,2,3,
(1.2) V-7=0,
do L
(1.3) 2 (Vo) -1 =0,

ol ¥ = (v, vq,v3) désigne le vecteur vitesse, o la densité, p la pression et v
le coefficient de viscosité.

Si p est constante, le systéme (1.1) - (1.3) se réduit au systéme bien connu
de Navier-Stokes, nous pourrons consulter par exemple [9]. Les propriétés
fondamentales du systéme (1.1) - (1.3) sont établies dans [1],[10] etc... .

On introduit les coordonnées polaires (r, )

r1 = rcos v, T9 = rsin .

Si vy =0 et siv, oet pnedépendent pas de 4, on a le
LEMME 1.1. Siv; = —u sin¥4w cos ), va = u cos ¥+w sin ¢ satisfont
a (1.5) avec u = u(t,r) et w = w(t,r) et si w(t, Ry) = 0, alors on a

do(t,r)
ot

w(t,r) =0, = 0.



Pour simplifier les calculs
v=1.

Alors le systéme (1.1) - (1.3) se réduit a

ou 0* 10 1
(1.4) 05 = g2l + e wl e L dans [0,77] x [0, Ry]

NOTE 1. On a

a2 T rart Tt T ar\rary V)
donc (1.4) peut étre écrite dans la forme
: ou 0 /10
(1.4)bis 0% = §<;E(T u))

NOTE 2. Pour déduire (1.4) on a utilisé la relation

—sinﬁZvj% —i—cosﬁZu% =0.
: —

POSITION DU PROBLEME : Soient donnés un nombre positif 71" et
une fonction wuy(r) définie sur 'intervalle [0, Ry]. Notre probléme consiste
a trouver une fonction w(t) telle que la solution de I’équation (1.4) avec la
condition initiale

(1.5) u(0,7) = ug(r)

et les conditions aux limites

(1.6) u(t,0) =0, u(t, Ry) = w(t)
vérifie 1’égalité

(L.7) u(T,r) = 0.



2 Cadre fonctionnel

On définit les deux espaces de Hilbert suivant:
R
L?,(0,Ry) = { u: mesurable | /0 ro(r)|u(r)Pdr < oo },

muni du produit scalaire
Ry
(u,v) 12 (0.ry) = / ro(r)u(r)v(r)dr.
0

On introduit aussi

H,(0,R;) = {u: mesurable | u(0) = u(R;) =0, /OR1 %‘Wﬁdr < 00 },

muni du produit scalaire

R d(ru(r)) d(rv(r))
<uuU>H,-(O,R1) = /0 T ar o dr.

REMARQUE 2.1. Il existe une constante C' telle que

(2.1) lullez,om) < Cllulls, — Vu€ H,.

(2.1) implique que H, est contenu dans L2,(0, Ry) et linjection de H,
dans L2,(0, Ry) est continue.

Mais I'injection est méme compacte

REMARQUE 2.2. L’opérateur

A== (rar)

avec les conditions aux limites homogéenes est un opérateur auto-adjoint a
inverse compacte dans l'espace de Hilbert L2 (0, Ry).

REMARQUE 2.3. Les vecteurs propres ¢, correspondants aux valeurs
propres A, de 'opérateurs A, constituent une base orthonormale de I’espace

ng(oa Rl)



3 Probléme de Moments et Controlabilité ex-
acte.

Pour démontrer la controlabilité exacte de notre probléme en appliquant la
théorie des moments et en considérant les fonctions propres ¢,, associées aux
valeurs propres \,, de l'opérateurs A,, il est crucial d’établir
i) qu'il existe une constante strictement positive ¢; telle que

)\n—l-l — )\n Z C1 Vn € N,
i1) que pour tout n, il existe deux constantes strictement positives d3 et C

telle que
|l (R1)| > d3v/ Anexp(—C\/\y) Vn € N.
PROPOSITION 3.1. On suppose que la fonction o(r) vérifie la condition

do(r) d*o(r)

-1 p—
(3.1) dr ‘7":0 ’ dr?

< ¢ Vr € [O,Rl]

(0 < ¢ < 2%(3 )). Alors il existe deux constantes positives C' et S et une
1

constante (] telles que

(mr + Ch nm + Ch
Sl Sl

THEOREME 3.1. Soit 7" > 0. On suppose que

(3.2) ) —C < < ( )’ +C  VneN.

wo(r) =Y mapa(r), Y ph < oo
n=1 n=0

Alors il existe un controle w(t) € L?(0,T) tel que la solution u(r,t) de (1.4)-
(1.5)-(1.6) satisfait & u(r,T") = 0 si et seulement s’il existe une fonction w ()
qui vérifie la relation

n eXp(_)‘nT)
Rip,(Ry)
Considérons le probléme de moments (3.2) donné plus haut dans 1’espace

de Hilbert L?*(0,T). Pour le résoudre nous rappelons la théorie de Muntz
concernant les sommes exponentielles.

THEOREME 3.2. [8] Supposons que

(3.2) /O ' w1 (1) exp(=Aut)dt = & vn € N\{0}.

=1
(3.3) > 1 < too.
n=1""

4



Alors la famille A = (exp(—Ant),), n = 1,2,.. est libre (c’est-a-dire les
éléments sont linéairement indépendants). En outre, on peut construire une
suite qui satisfait a la condition

(34) AT 9n<t) exp(—)\nt)dt = 5nm7

ol Oy, est le symbole de Kronecker (une telle suite est dite “biorthogonale
0,(t), n=1,2,--- ala famille A dans espace L?(0,7)”).

PROPOSITION 3.2. Sous les hypothéses de la Proposition 3.1 et
I’hypothése de non existence de valeurs propres multiples, il existe une suite
biorthogonale 6,,(t), n = 1,2,--- a la famille A et une fonction wy(t), qui est
donnée par

(3.5) Z all eXRIjlgp ))Qn(t) pour n > 1

REMARQUE 3.1. La fonction wy(t) donnée dans (3.5) est la solution
de I’équation des moment.

THEOREME .3.3 . Soit o(r) une fonction mesurable vérifiant (3.1)
. On suppose en outre qu’il n’existe pas de valeur propre multiple. Alors il
existe un 71 > 0 tel que pour T > Ti, quelque soit u® € L2,(0, Ry), il existe
un w(-) € L*(0,T) tel que la solution (vy,vq,p, 0) du systeme d’équations
(1.1)—(1.3) satisfasse a la relation

uw(T,r)=0 (r € [0, Ry]
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